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1. Bevezete´s
A disszerta´cio´ ce´lja modula´ris forma´k bizonyos za´rt go¨rbe´k menti integra´ljaival kapcsolatos u´j
eredme´nyek bemutata´sa. Klasszikusan ezek a go¨rbe´k za´rt geodetikusok a Bolyai-Lobacsevszkij-
fe´le hiperbolikus s´ık egybeva´go´sa´gainak egy sza´melme´letileg kitu¨ntetett Γ diszkre´t csoportja´ra
ne´zve. Ha a hiperbolikus s´ıkot a H felso˝ fe´ls´ıkkal modellezzu¨k, a hiperbolikus s´ık ira´ny´ıta´starto´
egybeva´go´sa´gainak csoportja
PSL2(R) = SL2(R)/{±1},
e´s a kitu¨ntetett diszkre´t csoport
Γ = PSL2(Z) = SL2(Z)/{±1}.
Ezek az algebrai csoportok a z 7→ az+bcz+d Mo¨bius-transzforma´cio´k a´ltal hatnak H-n. A Γ pa´lya´ibo´l
a´llo´ fakorteret Γ\H-vel jelo¨lju¨k.
A H modellben a geodetikusok a valo´s ko¨ze´ppontu´ fe´lko¨ro¨k e´s a fu¨ggo˝leges fe´legyenesek.
A te´zisben fo˝szerepet ja´tszo´ ciklusok, azok a geodetikusok amik a Γ\H ha´nyadoste´rben o¨nma-
gukba za´ro´dnak. Megmutathato´, hogy ezek a za´rt geodetikusok ege´sz egyu¨tthato´s ke´tva´ltozo´s
indefinit kvadratikus alakokkal ı´rhato´k le (2. alfejezet). A ciklusintegra´lok ı´gy figyelemre me´lto´
ko¨lcso¨nhata´st teremtenek a geometria, anal´ızis e´s sza´melme´let ko¨zo¨tt.
Ha f egy Γ-invaria´ns folytonos fu¨ggve´ny, akkor vehetju¨k a za´rt geodetikusok menti ı´vhossz
szerinti integra´ljait. Ke´t e´rdekes fu¨ggve´nyoszta´ly a´ll a kutata´sok ko¨ze´ppontja´ban, a holomorf,
illetve a ne´gyzetesen integra´lhato´ fu¨ggve´nyek terei. A holomorf elme´letnek fontos aritmetikus
alkalmaza´sai vannak, ele´g csak a Wiles-te´telt eml´ıtenu¨nk. Az L2(Γ\H) te´r vizsga´lata ma´s
jellegu˝, de tova´bbra is kapcsolo´da´si pontot nyu´jt a sza´melme´let ira´nya´ba. A jelen disszerta´cio´ban
szerepelnek mind holomorf fu¨ggve´nyek, mind L2 fu¨ggve´nyek ciklusintegra´ljai.
A modern harmonikus anal´ızis a geometria e´s spektra´lis tulajdonsa´gok kapcsolata´t vizsga´lja.
A zenei a´thalla´s nem ve´letlen, hiszen egy hangszer te´rbeli alakja e´s materia´lis tulajdonsa´gai
hata´rozza´k meg a hangza´sa´t, ami viszont egy spektra´lis jelense´g. A modula´ris forma´k elme´lete´ben
ez a ne´zo˝pont Maass e´s Selberg munka´ihoz nyu´lik vissza. Selberg to¨bbek ko¨zo¨tt kapcsolatot
tala´lt a za´rt geodetikusok hosszai e´s a Laplace-opera´tor saja´te´rte´kei ko¨zo¨tt. Hasonlo´, a geomet-
ria´t e´s a spektrumot o¨sszeko¨to˝ eredme´nyek a disszerta´cio´ban is megjelennek.
Az e´rtekeze´sben tova´bba´ megkeru¨lhetetlen szerepet ja´tszanak a technikailag bonyolultabb
elme´letu˝ 1/2-su´lyu´ modula´ris forma´k. Shimura alapveto˝ munka´ja nyoma´n le´tezik egy linea´ris
leke´peze´s a ne´gyzetesen integra´lhato´ 1/2-su´lyu´ modula´ris forma´k e´s a Γ-invaria´ns fu¨ggve´nyek
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ko¨zo¨tt. Egy Katok e´s Sarnak a´ltal bizony´ıtott fontos formula o¨sszeko¨ti egy 1/2-su´lyu´ mo-
dula´ris forma Fourier-egyu¨tthato´it (la´sd (2.4) formula) e´s a Shimura-kapcsolt fu¨ggve´ny ciklus-
integra´ljait.
A te´zis eredme´nyei nagyon ro¨viden a ko¨vetkezo˝k.
• Az invaria´ns fu¨ggve´nyek egy elemi konstrukcio´ja egy a´tlagola´si elja´ra´s, az u´n. Poincare´-
sorok. A 3. fejezetben a Poincare´-sorok ciklusintegra´ljaira adunk megfelelo˝ formalizmust.
Ezu´ton u´j bizony´ıta´st adunk e´s kiterjesztju¨k a Katok-Sarnak formula´t.
A Katok-Sarnak formula kiterjeszte´se maga´ra a Shimura-kapcsolatra is u´j bizony´ıta´st ad, az
elme´letre ma´s ne´zo˝pontbo´l tekint e´s u´j alkalmaza´sok elo˝tt nyitja meg az utat. Ezen alkalmaza´sok
4 csoportba oszthato´k:
• Sza´melme´letileg definia´lt immerta´lt felu¨letek egyenletes eloszla´sa Γ\H-n. (4. fejezet)
• A Salie´-fe´le exponencia´lis o¨sszegek szo¨gei egyenletesen oszlanak el. (7. fejezet)
• A Ramanujan a´ltal mega´lmodott a´l-modula´ris forma´k egyszeru˝ konstrukcio´ja a klasszikus
Klein-fe´le invaria´ns ciklusintegra´ljaival. (5. fejezet)
• Az SL2(Z)\SL2(R) te´ren a geodetikus folyam periodikus pa´lya´ibo´l ke´pzett szimmetrikus
linkek hurkolo´da´si sza´ma´nak kifejeze´se ciklusintegra´lok seg´ıtse´ge´vel. (6. fejezet)
A ko¨vetkezo˝kben elo˝szo¨r ismertetju¨k a fenti eredme´nyek matematikai ha´ttere´t, majd min-
den eredme´nyne´l va´zoljuk annak bea´gyazottsa´ga´t a klasszikus e´s modern kutata´si ira´nyokba.
A te´zisben felsorolt eredme´nyek szemelve´nyek a [17, 18, 19] e´s [44] cikkekbo˝l. Ezek ko¨zu¨l 7
sza´mozott te´tel Duke-kal, Imamogluval ko¨zo¨s, 3 pedig o¨na´llo´ saja´t eredme´ny.
2. Anal´ızis a hiperbolikus s´ıkon
Ebben a fejezetben a te´zisben szereplo˝ te´telek kimonda´sa´hoz szu¨kse´ges jelo¨le´st ismertetju¨k.
A Laplace-opera´tor e´s a spektra´lte´tel. A modern elme´let az L2(Γ\H) te´ren vizsga´lja
a Laplace-opera´tor spektruma´t. Hogy ezt az opera´tort definia´ljuk, szu¨kse´ges tova´bbi jelo¨le´s
bevezete´se. Egy U me´rheto˝ halmaz hiperbolikus teru¨lete a H modellben∫
U
1
y2
dxdy.
Ezt a me´rte´ket µ-vel jelo¨lju¨k, µ = dxdy
y2
. Ez a me´rte´k invaria´ns minden egybeva´go´sa´gra ne´zve,
e´s ı´gy egy jo´l definia´lt me´rte´ket ad meg Γ\H-n. Legyen
F =
{
z ∈ H : |z| ≥ 1, |Re z| ≤ 1
2
}
a standard fundamenta´lis tartoma´ny, ekkor F teru¨lete pi3 . A Γ\H-n e´rtelmezett fu¨ggve´nyeket
azonos´ıtjuk a H-n e´rtelmezett Γ-invaria´ns fu¨ggve´nyekkel. Ha f, g : Γ\H : → C, legyen
〈f, g〉 = 3
pi
∫
F
f(z)g(z) dµ,
e´s legyen
L2(Γ\H) = {f : Γ\H → C : 〈f, f〉 <∞}.
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A spektra´lis elme´let a ∆H csak egy su˝ru˝ halmazon e´rtelmezett, nem-korla´tos opera´tor spekt-
ruma´t vizsga´lja az L2(G\H) te´ren, ahol
∆Hf = y2
(
∂2x + ∂
2
y
)
f.
Legyen Γ∞ = {±
(
1 k
0 1
)
: k ∈ Z} ⊂ Γ. Ekkor a Γ∞-invariancia´bo´l ko¨vetkezik, hogy
f(z) =
∑
n∈Z
a(n, y)e(nx),
ahol x = Re z, e´s y = Im z. Az L2 egy kitu¨ntetett altere a csu´csforma´k tere
L2csu´cs = {f ∈ L2(Γ\H) :
∫ 1
0
f(x+ iy)dx = 0 (m.m. y)}.
Az L2csu´cs-te´rnek van a ∆H opera´tor saja´tfu¨ggve´nyeibo˝l a´llo´ Hilbert-ba´zisa. Az L
2
csu´cs orto-
gona´lis komplementere´t kifesz´ıtik a
∑
Γ∞\Γ ψ(γz) alaku´ fu¨ggve´nyek, ahol ψ kompakt tarto´ju´ a
(0,∞)-n. Egy fontos nem kompakt tarto´ju´ eset, amikor ψ(y) = ys. Az ebbo˝l ke´pzett
E(z, s) =
∑
γ∈Γ∞\Γ
(Im γz)s (2.1)
u´n. Eisenstein-sor konvergens Re s > 1 esete´n, e´s meromorfan folytathato´ a C-re. E(z, s)
saja´tfu¨ggve´nye ∆H-nek, e´s ba´r sosincs L2-ben, me´gis fenna´ll a ko¨vetkezo˝
Te´tel. Ha f ∈ L2(Γ\H) sima, akkor
f(z) = c0 +
∑
ϕ
c(ϕ)ϕ(z) +
1
4pi
∫ ∞
−∞
c(t)E(z, 12 + it)dt, (2.2)
ahol a szumma´ban ϕ egy a ∆H nem-konstans saja´tfu¨ggve´nyeibo˝l a´llo´ ortonorma´lt ba´zison fut
a´t, e´s ahol c0 = 〈f, 1〉, c(ϕ) = 〈f, ϕ〉 e´s c(t) =
∫
F f(z)E(z, 1/2 + it)dµ(z).
A saja´te´rte´keket a ko¨vetkezo˝ normaliza´la´ssal parame´terezzu¨k (mivel −∆ ≥ 0). Ha
∆f + λf = 0,
akkor λ saja´te´rte´k, ami
λ =
1
4
+ r2 = s(1− s)
alakban is ı´rhato´. Itt r ∈ R vagy ir ∈ [−12 , 12 ] e´s s = 12 + ir. Legyen Ur ⊂ L2csu´cs azon
csu´csforma´k tere, ahol a ∆Hu+ (1/4 + r2)u = 0. Ha u ∈ Ur, akkor a va´ltozo´k sze´tva´laszta´sa´val
a Fourier-kifejte´s explicit alakra hozhato´:
u(z) = 2y1/2
∑
m6=0
a(m)Kir(2pi|m|y)e(mx),
ahol a(n) ∈ C, Kν egy mo´dos´ıtott Bessel fu¨ggve´ny [37, Ch. 10].
Minden m-re adott egy T (m) : L2csu´cs → L2csu´cs Hecke-opera´tor, ezek egyma´ssal e´s ∆H-vel is
felcsere´lheto˝k. Ha ϕ a Hecke-opera´torok saja´tfu¨ggve´nye is, akkor a(1) 6= 0, ı´gy felteheto˝, hogy
a(1) = 1. Ekkor ϕ-t Hecke-normaliza´ltnak h´ıvjuk, ez elte´r az L2-normaliza´la´sto´l. Ilyenkor ϕ
L-fu¨ggve´nye Euler-szorzat alakban a´ll elo˝ (ha Re(s) > 1):
L(s;ϕ) =
∑
n≥1
a(n)n−s =
∏
p pr´ım
(1− a(p)p−s + p−2s)−1. (2.3)
Tova´bba´ feltehetju¨k, hogy a(−n) = a(−1)a(n) = ±a(n). Ha a(−1) = 1 a ϕ-t pa´rosnak,
egye´bke´nt pa´ratlannak h´ıvjuk, mert ϕ(−z) = a(−1)ϕ(z).
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1/2-su´lyu´ modula´ris forma´k e´s a Shimura-kapcsolat. Legyen θ(z) =
∑
n∈Z e(n
2z) e´s
J(γ, z) = θ(γz)/θ(z), V
1
2 azon L2-beli fu¨ggve´nyek, amikre f(γz) = f(z)J(γ, z). Az 12 -su´lyu´
Laplace-opera´tor
∆1/2 = y
2(∂2x + ∂
2
y)− 12 iy∂x
e´rtelmes sima ψ ∈ V 12 esete´n. A spektra´lis elme´let hasonlo´, de technikailag bonyolultabb, mint
az invaria´ns esetben.
Ha ∆1/2F + λF = 0, akkor a parame´tereze´s va´ltozik, λ = λ(F ) =
1
4 + (
r
2)
2. Ilyenkor a
Fourier-kifejte´s
ψ(z) =
∑
n6=0
b(n)W 1
4
signn, ir
2
(4pi|n|y)e(nx) (2.4)
alakot o¨lt, ahol W egy u´n. Whittaker-fu¨ggve´ny [37, Ch. 13] A csu´csforma pontos defin´ıcio´ja´ban
a Γ0(4) mindha´rom csu´csa´ban elva´rjuk, hogy a Fourier-kifejte´s konstans tagja legyen azonosan
0.
Az Ur ⊂ L2csu´cs te´rhez hasonlo´an, de a mo´dos´ıtott parame´tereze´ssel legyen Vr azon 1/2-su´lyu´
csu´csforma´k tere, ahol a ∆1/2 saja´te´rte´ke 1/4 + r
2/4. A Shimura-leke´peze´s a Vr te´r elemeihez
rendel Ur-beli elemet.
Az 1/2-su´lyu´ esetben ezu´ttal minden ne´gyzetsza´mra adott T1/2(m
2), amik a Vr tereket
o¨nmagukba ke´pezik. A Vr egy fontos specia´lis altere V
+
r , amelyben a Fourier-egyu¨tthato´kra
teljesu¨l, hogy b(n) = 0, ha n ≡ 2, 3 mod 4. V +r -ban le´tezik ortonorma´lt ba´zis Br = {ψ}, amik
egyben Hecke-saja´tfu¨ggve´nyek. Ha ψ ∈ Br Fourier-kifejte´se mint (2.4)-ben, e´s d fundamenta´lis
diszkrimina´ns, amire b(d) 6= 0, akkor a Hecke-rela´cio´ T1/2(p2)ψ = aψ(p)ψ miatt
L(s+ 12 , χd)
∑
n≥1
b(dn2)n−s+1 = b(d)
∏
p
(1− aψ(p)p−s + p−2s)−1.
(Itt L(s, χd) a χd Dirichlet karakter L-fu¨ggve´nye.) Legyen aψ(n) olyan, hogy∏
p
(1− aψ(p)p−s + p−2s)−1 =
∑
n≥1
aψ(n)n
−s, (2.5)
e´s legyen
Shimψ(z) = y1/2
∑
n6=0
2aψ(|n|)Kir(2pi|n|y)e(nx). (2.6)
(Mivel valamely d e´rte´kre b(d) 6= 0, ez mindig definia´lt.)
Te´tel (Shimura [41]). Ha ψ ∈ Vr egy Hecke-saja´tfu¨ggve´ny, akkor Shimψ ∈ Ur e´s szinte´n Hecke-
saja´tfu¨ggve´ny.
Za´rt geodetikusok. A Γ\H te´r za´rt geodetikusai ha´romfe´leke´ppen jellemezheto˝k: hiperboli-
kus elemek konjuga´lt oszta´lyaival, valo´s ma´sodfoku´ testbo˝v´ıte´sek algebrai ege´szeinek idea´loszta´lyaival,
e´s indefinit ege´sz egyu¨tthato´s kvadratikus alakok oszta´lyaival. Mi ez uto´bbit haszna´ljuk e fu¨zet-
ben.
Legyen D 6= 1 egy fundamenta´lis diszkrimina´ns, e´s jelo¨lje
QD = {Q(x, y) = Ax2 +Bxy + Cy2 | B2 − 4AC = D} (2.7)
a D diszkrimina´nsu´ kvadratikus alakok tere´t. Γ balro´l hat a QD te´ren
γQ(x, y) = Q(dx− by,−cx+ ay), ha γ =
(
a b
c d
)
.
A ΛD = Γ\QD, faktorte´r ve´ges, az elemsza´ma´t oszta´lysza´mnak h´ıvjuk, hD-vel jelo¨lju¨k.
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Legyen ΓQ = {γ ∈ Γ : Qγ = Q} a Q kvadratikus alak stabiliza´tora. Ismert, hogy ha D > 0,
akkor ΓQ ve´gtelen ciklikus csoport. Ha t, u a legkisebb pozit´ıv ege´sz megolda´sai a t
2−Du2 = 4
Pell-t´ıpusu´ egyenletnek, akkor ΓQ egyik genera´tora
σQ =
[
t+Bu
2 Cu
−Au t−Bu2
]
. (2.8)
A Q 7→ σQ hozza´rendele´s bijekcio´ a Q QD-beli Γ-orbitja, ma´s ne´ven oszta´lya e´s a σQ Γ-
konjuga´ltjai ko¨zo¨tt.
Ha SQ a σ fixpontjait o¨sszeko¨to˝ fe´lko¨r, e´s z0 ∈ SQ tetszo˝leges, akkor a t → exp(t log σQ)z0
go¨rbe periodikus lesz Γ\H-n, tetszo˝leges z0 ∈ Sσ va´laszta´ssal. Ezt a za´rt geodetikust azonos´ıtjuk
a z0-t e´s σQz0-t o¨sszeko¨to˝ CQ geodetikus ı´vvel, aminek hossza 2 log εD, ahol εD =
t+u
√
D
2 .
Ko¨nnyen la´thato´, hogy Γ-konjuga´lt elemek ugyanazt a za´rt geodetikust adja´k meg Γ\H-n.
3. Ciklusintegra´lok e´s a Katok-Sarnak formula
A za´rt geodetikusok menti integra´lokra fontos pe´lda az ala´bbi Hecke-to˝l sza´rmazo´ eredme´ny
[27]. Ha E(z, s) a (2.1)-ben definia´lt Eisenstein sor, akkor
∑
Q∈ΛD
∫
CQ
E(z, s)ds =
Ds/2Γ(s/2)2
Γ(s)
ζ(s)L(s, χD)
ζ(2s)
.
Itt CQ a fenti paragrafusban definia´lt ı´v, ζ(s) a Riemann-fe´le ζ-fu¨ggve´ny, L(s, χD) pedig
a χD Dirichlet-karakter L-fu¨ggve´nye. Az s → 1 hata´ra´tmenetbo˝l megkapjuk Dirichlet h´ıres
oszta´lysza´m-formula´ja´t:
h(D) log εD = D
1/2L(1, χD).
A Katok-Sarnak formula a fenti Eisenstein esetet a´ltala´nos´ıtja csu´csforma´kra. Ennek megfe-
lelo˝ megfogalmaza´sa´hoz definia´lnunk kell a ΛD = Γ\QD halmaz, ami egy Abel-csoport a Gauss
a´ltal felfedezett kompoz´ıcio´ra ne´zve [46], ma´sodrendu˝, u´n. ge´nuszkaraktereit. Ezek bijekcio´ban
a´llnak a D = d′d faktoriza´cio´kkal, ahol d-ro˝l feltesszu¨k, hogy fundamenta´lis diszkrimina´ns. Ha
Q = Ax2 +Bxy + Cy2, legyen [12, 49]
χ(Q) =
(
D
m
)
,
ha (A,B,C,D) = 1, e´s m a Q e´rte´kke´szlete´ben olyan sza´m, amire (m,D) = 1, e´s 0, ha
(A,B,C,D) > 1.
A Katok-Sarnak formula [32], illetve a´ltala´nos´ıta´sai pl. [6] szerint, ha
ψ(z) =
∑
n6=0 b(n)W 1
4
signn, ir
2
(4pi|n|y)e(nx) egy Hecke-saja´tfu¨ggve´ny, aminek Shimura-kapcsoltja
ϕ, akkor d′, d > 0 esete´n
12
√
pi|D| 34 b(d)b(d′) = 〈ϕ,ϕ〉−1
∑
Q∈ΛD
χ(Q)
∫
CQ
ϕ(z) ds.
A D < 0 esetben is fenna´ll egy azonossa´g. Ha Q = Ax2 + Bxy + Cy2 ∈ QD, legyen
zQ =
−B+√D
2A ∈ H e´s ωQ a ΓQ elemsza´ma. Ekkor, azaz a dd′ < 0 esetben,
6|D|3/4b(d)b(d′) = 〈ϕ,ϕ〉−1
∑
Q∈ΛD
χ(Q)ω−1D ϕ(zQ).
A d, d′ > 0 eset hia´nyzik ezekbo˝l a formula´kbo´l, a ciklusintegra´lok a´tlagai ilyenkor trivia´lis
okbo´l eltu˝nnek. A [19] cikkben megmutattuk, hogy ebben az esetben is van formula a b(d)b(d′)
szorzatra, ezu´ttal a Shimura-kapcsolt fu¨ggve´ny parcia´lis deriva´ltjaibo´l elo˝a´ll´ıtott invaria´ns dif-
ferencia´lforma ciklusintegra´ljake´nt.
A fo˝ eredme´ny, ami a Shimura-kapcsolat le´te´t is bizony´ıtja, az ala´bbi
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1. Te´tel ([19]). Legyen
ϕ(z) = 2y1/2
∑
n6=0
a(n)Kir(2pi|n|y)e(nx)
egy pa´ros Hecke-normaliza´lt Γ-invaria´ns csu´csforma. Ekkor le´tezik egy egye´rtelmu˝ F (z), a
Γ0(4)-re ne´zve 1/2-su´lyu´ modula´ris forma, aminek Fourier-kifejte´se
F (z) =
∑
n≡0,1(mod 4)
n6=0
b(n)W 1
4
sgnn, ir
2
(4pi|n|y)e(nx),
ahol ba´rmely d, d′ relat´ıv pr´ım fundamenta´lis diszkrimina´ns esete´n fenna´ll, hogy
12
√
pi|D| 34 b(d′)b(d) = 〈ϕ,ϕ〉−1
∑
Q∈ΛD
χ(Q)

∫
CQ
∂zϕ(z)y
−1|dz| ha d′, d < 0∫
CQ
ϕ(z)y−1|dz| ha d′, d > 0
2
√
pi ω−1D ϕ(zA) ha d
′d < 0,
(3.1)
ahol χ a D = d′d faktoriza´cio´hoz tartozo´ ge´nuszkarakter. Itt 〈F, F 〉 = ∫Γ0(4)\H |F |2dµ = 1 e´s a
b(dm2) e´rte´kek (m ∈ Z+) kiele´g´ıtik a
m
∑
n|m
n>0
n−
3
2
(
d
n
)
b
(
m2d
n2
)
= a(m)b(d)
Shimura-rela´cio´kat.
A |b(d)|2 e´rte´ke szinte´n meghata´rozhato´ ld. pl. [32, 3]. A jelenlegi kontextusban a fenti
jelo¨le´st haszna´lva
12pi|d||b(d)|2 = 〈ϕ,ϕ〉−1Γ(12 + ir2 − sign d4 )Γ(12 − ir2 − sign d4 )L(12 , ϕ, χd),
ahol
L(s, ϕ, χd) =
∑
n≥1
χd(n)a(n)n
−s.
Az azonossa´g legfontosabb alkalmaza´sa, hogy szubkonvex becsle´sek pl. [7] alkalmaza´sa´val
egyenletes eloszla´sokat lehet bizony´ıtani. A fenti t´ıpusu´ te´teleknek hosszu´ to¨rte´nete van, ku¨lo¨no¨s
tekintettel a holomorf esetre. Ne´ha´ny fontos korai eredme´ny Kohnen e´s Zagier [34], Shintani
[42] e´s Waldspurger [47].
4. Geometriai eloszla´s-proble´ma´k
A klasszikus Katok-Sarnak formula´k azonnal e´rtelmezheto˝k bizonyos eloszla´si proble´ma´k tu¨kre´ben.
Ha D < 0, vegyu¨k a {zQ : Q ∈ Γ\QD} ve´ges halmazt e´s azt a µD valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´ket,
ami minden zQ-hoz
1
h(D) su´lyt rendel, azaz ami folytonos f ∈ C(Γ\H) fu¨ggve´nyhez a
1
h(D)
∑
Q∈Γ\QD
f(zQ)
e´rte´ket rendeli. Hasonlo´ke´ppen ha D > 0, vegyu¨k a {CQ : Q ∈ Γ\QD} ı´veket, e´s most a µD
valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´k rendelje f -hez a
1
h(D)
∑
Q∈Γ\QD
∫
CQ
f(z) ds
7
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e´rte´ket.
Duke egy fontos te´tele [15] szerint ezek a me´rte´kek a terme´szetes µ = 3pi
dxdy
y2
hiperbolikus
me´rte´khez tartanak, ahogy D → ±∞ fundamenta´lis diszkrimina´nsokon keresztu¨l. Ez a te´tel
tova´bbra is e´le´nk kutata´s ta´rgya, ld. pl. [20] (a 4 szerzo˝ ko¨zu¨l ketto˝ Fields-e´rmes).
Felmeru¨l a ke´rde´s, hogy az u´j esetben, amikor a d, d′ > 0, az a´ltalunk felfedezett u´j azo-
nossa´gnak van-e geometriai alkalmaza´sa. A [19] cikkben konstrua´ltunk egy olyan ve´ges hiper-
bolikus teru¨lettel rendelkezo˝ felu¨letet, aminek terme´szetes immerzio´ja a Γ\H te´rbe a CQ za´rt
geodetikust hata´rolja, e´s amihez tartozo´ a´tlagolt me´rte´kek szinte´n az invaria´ns hiperbolikus
me´rte´khez tartanak.
Legyen wQ(z) a CQ za´rt geodetikus ko¨ru¨lfordula´si sza´ma a z pont ko¨ru¨l. A Green-te´tel
szerint ∫
CQ
g(z)dz = 2i
∫
F
w(z)y2∂zg
dxdy
y2
,
ahol ∂zg =
1
2 (∂xg + i∂yg).
Ha g(z) = ∂zu, akkor y
2∂z∂u = ∆Hu, teha´t egy saja´tfu¨ggve´nyre∑
Q∈ΛD
χ(Q)
∫
CQ
∂zϕ(z)dz =
λ
2
∫
F
ϕ(z)
∑
Q∈ΛD
χ(Q)wQ(z)dµ.
Tova´bbra is felveto˝dik, hogy a fenti elo˝jeles me´rte´k realiza´lhato´-e egy felu¨let immerta´la´sa´val.
Ele´g ezt virtua´lisan megoldani, azaz ele´g olyan felu¨letet tala´lni, amelyre az immerzio´ elo˝re
tola´sa egy addit´ıv konstans ereje´ig megegyezik a
∑
Q∈ΛD χ(Q)wQ(z) su˝ru˝se´gfu¨ggve´nnyel. Jogos
elva´ra´s, hogy ez a felu¨let aritmetikusan legyen definia´lva. A ko¨vetkezo˝kben az erre a ke´rde´sre
adott pozit´ıv va´laszt ismertetem.
Legyen adott egy Q kvadratikus alak, σQ ∈ Γ a hozza´tartozo´ hiperbolikus elem (2.8). A
Q oszta´lya´t jelo¨lje A. Az A-ban levo˝ kvadratikus alakokhoz tartozo´ hiperbolikus elemek a σQ
Γ-konjuga´ltjaibo´l a´llnak. Mivel S =
(
0 −1
1 0
)
e´s T = ( 1 10 1 ) genera´lja Γ-t, minden γ ∈ Γ elo˝a´ll
Tm1STm2S...STml alakban, ahol mj ∈ Z. Ma´r klasszikusan ismert volt [31], hogy γ konjuga´lt
egy olyan elemmel, ahol mj ∈ N. Felteheto˝ teha´t, hogy σQ ilyen alaku´. Legyen
Sk = T
(n1+···nk)ST−(n1+···nk)
e´s
ΓA = 〈S, S1, . . . , S`−1, T 〉, (4.1)
ahol m = m1 + ...+ml.
Legyen NQ = NΓQ a ΓA csoport Nielsen-tartoma´nya [4], e´s FA = FΓA az ennek megfelelo˝
felu¨let.
2. Te´tel ([19]). A (4.1)-ban definia´lt ΓA csoport egy ma´sodik t´ıpusu´ Fuchs-csoport, aminek
szignatu´ra´ja
(0; 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
`
; 1; 1).
Azaz az FA hiperbolikus Riemann-felu¨let ge´nusza 0, ` ma´sodrendu˝ pontot, egy csu´csot, e´s egy
hata´rolo´ go¨rbe´t tartalmaz. A ∂FA hata´r egy za´rt geodetikus, aminek a ke´pe F-ben CA. Tova´bba´
hossz(∂FA) = 2 log D e´s teru¨let(FA) = pi`.
Az FA Riemann-felu¨let konform oszta´lya meghata´rozza A-t.
A fo˝ eredme´ny ami o¨sszeko¨ti a fenti Riemann-felu¨letet a Katok-Sarnak t´ıpusu´ formula´kkal
a ko¨vetkezo˝. Tegyu¨k fel, hogy F (z) valo´s analitikus ΓA-invaria´ns fu¨ggve´ny H-n, amire fenna´ll,
hogy
∆F = −y2(Fxx + Fyy) = s(1− s)F
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e´s a ko¨vetkezo˝ nagysa´grendi felte´tel:
∫
0 ∂zF (x+ iY )dx = o(1), amint Y →∞. Ekkor
s(1−s)
2
∫
FA
F (z)dµ(z) =
∫
∂FA
i ∂zF (z)dz.
Legyen most
Weyl(u, χ) =
∑
A∈Cl+(K)
χ(A)

λ
2
∫
FA u(z)dµ(z) ha d
′, d < 0∫
∂FA u(z) ds ha d
′, d > 0
1
ωD
u(zA) ha d
′d < 0.
(4.2)
(ω−3 = 3 e´s ω−4 = 2 egye´bke´nt ωD = 1.)
Itt u(z) vagy E(z, 1/2+it) alaku´, vagy 〈ϕ,ϕ〉−1ϕ(z) egy Hecke-normaliza´lt ϕ saja´tfu¨ggve´nyre.
A spektra´lis felbonta´s (2.2) miatt, felhaszna´lva, hogy E(z, s) ∈ L1(FA) ha Re(s) = 1/2,
az egyenletes eloszla´sro´l szo´lo´ Weyl-krite´rium modula´ris va´ltozata´ban a fenti Weyl(u, χ) in-
tegra´lokat kell megbecsu¨lni nemtrivia´lisan a D parame´terben, egyenletesen a spektra´lis pa-
rame´terekben. I´gy a ko¨vetkezo˝ te´telt kapjuk.
3. Te´tel ([19]). A D > 1 fundamenta´lis diszkrimina´nshoz va´lasszunk egy GD ge´nuszt a Γ\C-ben.
Legyen Ω egy ny´ılt ko¨rlap az F fundamenta´lis tartoma´nyban, e´s legyen ΓΩ az Ω Γ-eltoltjaibo´l
a´llo´ invaria´ns halmaz. Ekkor
pi
3
∑
A∈GD
teru¨let(FA ∩ ΓΩ) ∼ teru¨let(Ω)
∑
A∈GD
teru¨let(FA), (4.3)
ahogy D →∞ fundamenta´lis diszkrimina´nsokon keresztu¨l.
5. A Klein-fe´le invaria´ns ciklusintegra´ljai e´s a´l-modula´ris forma´k
Legyen q = e2piiz,
E4(z) = 1 + 240
∞∑
n=1
n3qn
1− qn , E6(z) = 1− 504
∞∑
n=1
n5qn
1− qn ,
e´s
∆(z) =
1
1728
(
E34(z)− E26(z)
)
.
A Klein fe´le j-invaria´ns
j(z) =
E34(z)
∆(z)
az elliptikus go¨rbe´k le´ıra´sa´ban ja´tszik alapveto˝ szerepet. Ezenk´ıvu¨l sza´mos e´rdekes proble´ma´na´l
bukkan fel, pe´lda´ul Hermite megmutatta, hogyan oldhato´ meg a j-fu¨ggve´nnyel az o¨to¨dfoku´
egyenlet, Picard a j-fu¨ggve´ny felhaszna´la´sa´val bizony´ıtotta a kis Picard-te´telt. A j fu¨ggve´ny
Fourier-egyu¨tthato´i a Monster-csoport irreducibilis reprezenta´cio´inak dimenzio´ival is szoros kap-
csolatban a´llnak. (Az erre vonatkozo´ sejte´st Borcherds (szinte´n Fields-e´rmes) bizony´ıtotta.)
A sza´munkra legfontosabb alkalmaza´s Kronecker ”ifju´kori a´lma´hoz” fu˝zo˝dik, ez a j(zQ)
e´rte´kek algebrai sza´melme´lete´nek mege´rte´se. Ez a proble´ma az egyik fo˝ motiva´cio´ja volt az
oszta´lytest-elme´letnek, amit klasszikusan Hilbert, Takagi, Artin dolgoztak ki.
Tegyu¨k fel, hogy D < 0. Ha Q ∈ QD (2.7) e´s zQ a Q(z, 1) polinom egy H-ban fekvo˝ gyo¨ke,
akkor a j(zQ) sza´mok algebrai ege´szek, amik egy Gal(Q¯/Q)-invaria´ns halmazt alkotnak. Emiatt
a
TrD(j1) =
∑
Q∈Γ\QD
|ΓQ|−1j1(zQ)
9
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kifejeze´s e´rte´ke (ko¨zo¨nse´ges) ege´sz. (Itt a j1 = j − 744 fu¨ggve´nyt technikai okokbo´l egyszeru˝bb
haszna´lni.)
Zagier egy te´tele szerint [50] ezek az ege´sz sza´mok egy T−(z) ∈ M !3/2, 3/2-su´lyu´ gyenge´n
holomorf modula´ris forma Fourier-egyu¨tthato´it adja´k meg :
T−(z) = −q−1 + 2 +
∑
D≤0
Trd(j1)Dq
|D| (5.1)
= −q−1 + 2− 248 q3 + 492 q4 − 4119 q7 + 7256 q8 + · · · .
Zagier munka´ja szorosan kapcsolo´dik Borcherds elme´lete´hez [10].
Egy terme´szetes ke´rde´s a Katok-Sarnak formula´k tu¨kre´ben, hogy vajon megfogalmazhato´-e
hasonlo´ eredme´ny a TrD(j1) ciklusintegra´lokra is, ahol
TrD(j1) =
1
2pi
∑
Q∈Γ\QD
∫
CQ
j1(z)
dz
Q(z,1) .
(D > 0, de nem ne´gyzet-sza´m.)
A [17] cikkben megmutattuk, hogy ezek a ciklusintegra´lok a´l-modula´ris forma´k Fourier-
egyu¨tthato´it adja´k meg. Ugyanebben a cikkben a Borcherds-fe´le eredme´nyeket is a´ltala´nos´ıtottuk
a D > 0 esetre.
Legyen J(γ, z) = θ(γz)/θ(z) e´s M !3/2 azon g(z) =
∞∑
n=n0
bn q
n alaku´ fu¨ggve´nyek, amikre
g(γz) = J3(γ, z)g(z). Minden g ∈M !3/2 fu¨ggve´nyre definia´ljuk az Eichler-integra´lja´t a
g∗(z) = −4√y
∑
n≤0
bn E(4ny) q−n +
∑
n>0
bn√
n
β(4ny)q−n (5.2)
ke´plettel. Legyen f(z) =
∑
n=n1
anq
n olyan, hogy az an egyu¨tthato´k csak akkor lehetnek
ze´rusto´l ku¨lo¨nbo¨zo˝k, ha n ≡ 0, 1 (mod 4).
Az f(z) fu¨ggve´nyt 1/2-su´lyu´ a´l-modula´ris forma´nak h´ıvjuk a Γ0(4)-ra ne´zve, ha van olyan
g ∈M !3/2, az f u´n. a´rnye´ka, amelyre
fˆ(z) = f(z) + g∗(z)
1/2-su´lyu´ Γ0(4)-ra ne´zve. Az a´l-modula´ris forma´k tere´t jelo¨lje M1/2.
A [17] cikkben megmutattuk, hogy a
T+(z) =
∑
d>0
Trd(j1)q
d (5.3)
genera´tor-fu¨ggve´ny, (a Trd(j1) megfelelo˝ definia´la´sa´val a ne´gyzetsza´mokra) 1/2-su´lyu´ a´l-modula´ris
forma´t hata´roz meg, aminek a´rnye´ka a (5.1)-beli T−(z).
4. Te´tel ([17]). A T̂+(z) : H → C fu¨ggve´nyt definia´ljuk a
T̂+(z) = T+(z) + T
∗
−(z)
=
∑
d>0
Trd(j1) q
d + 4
√
y E(−4y) q − 8√y +
∑
d<0
Trd(j1)√|d| β(4|d| y) qd
Fourier-sorral. Ekkor T̂+(z) egy 1/2 su´lyu´ harmonikus forma a Γ0(4) csoportra ne´zve.
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Zagier[50] e´s Borcherds[10] munka´it tova´bb a´ltala´nos´ıtva a
Trd,d′(jm) =
{
1√
d
∑
χ(Q)|ΓQ|−1jm(zQ), ha dd′ < 0 ;
1
2pi
∑
χ(Q)
∫
CQ
jm(z)
dz
Q(z,1) ha dd
′ > 0,
ciklusinterga´lokro´l is bela´ttuk, hogy azok 1/2-su´lyu´ harmonikus forma´k Fourier egyu¨tthato´i,
aka´rcsak a Katok-Sarnak formula´kban.
A [17] cikkben me´g egy va´ratlan kapcsolatot fedeztu¨nk fel a´l-modula´ris forma´k e´s raciona´lis
perio´dus fu¨ggve´nyek (RPF) ko¨zo¨tt. Ezekro˝l bo˝vebben, a ko¨vetkezo˝ re´szben sza´molunk be, de a
kiindulo´ felfedeze´s szoros kapcsolatban a´ll a j-fu¨ggve´ny ciklusintegra´ljaival.
Definia´ljuk d ≡ 0, 1(mod 4) esete´n az
Fd(z) = −Trd(1)−
∑
m≥1
(∑
n|m
na(n2, d)
)
qm (5.4)
fu¨ggve´nyt. Vegyu¨k e´szre, hogy Fd(z) az fd forma´lis Shimura-kapcsoltja´nak a deriva´ltja. A
d < 0 esetben Borcherds megmutatta, hogy Fd egy meromorf 2-su´lyu´ modula´ris forma Γ-ra
ne´zve, aminek egyszeres po´lusai vannak a d diszkrimina´nshoz tartozo´ zQ ∈ H pontokban |ΓQ|−1
reziduummal. Eze´rt a
q−Trd(1)
∏
m≥1
(1− qm)a(m2,d)
ve´gtelen szorzatnak is hasonlo´ tulajdonsa´gai vannak. A d = 0 esetben ez a szorzat ∆(z)1/12, e´s
ı´gy azt kapjuk, hogy
F0(z) =
1
12 − 2
∑
n≥1
σ(m)qm = 112E2(z).
Ez egy u´gynevezett 2-su´lyu´ modula´ris integra´l, aminek perio´dusfu¨ggve´nye:
F0(z)− z−2F0(−1z ) = − 12pii z−1
raciona´lis fu¨ggve´ny.
5. Te´tel ([17]). Legyen d > 0 nem ne´gyzetsza´m, e´s legyen Fd a (5.4)-ban definia´lt fu¨ggve´ny.
Ekkor
Fd(z)− z−2Fd(−1z ) =
1
pi
∑
c<0<a
b2−4ac=d
(az2 + bz + c)−1. (5.5)
Az Fd(z) fu¨ggve´ny Fourier-kifejte´se megadhato´ az
Fd(z) = −
∑
m≥0
Trd(jm) q
m
alakban is.
6. A geodetikus folyam e´s modula´ris kociklusok
A geodetikus folyam vizsga´lata hiperbolikus sokasa´gokon Hadamard-ig nyu´lik vissza [8], a Γ\H
esetet elo˝szo¨r Artin vizsga´lta [1]. Az egyse´ghosszu´ e´rinto˝vektorok tere a jobboldali melle´koszta´lyokbo´l
a´llo´ M = SL2(Z)\SL2(R) faktorte´r, ami mint 3-sokasa´g diffeomorf a ha´romlevelu˝ csomo´ S3-beli
komplementere´vel. Ennek a te´nynek a bizony´ıta´sa (amit Milnor Quillennek tulajdon´ıt) meg-
tala´lhato´ pe´lda´ul a [36] ko¨nyvben.
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A za´rt geodetikusok a geodetikus folyam e´rdekes periodikus pa´lya´it adja´k. Tegyu¨k fel, hogy
γ =
(
a b
c d
) ∈ Γ egy primit´ıv hiperbolikus elem aminek egyik saja´te´rte´ke  > 1. Ro¨gz´ıtsu¨nk egy
g ∈ G elemet oly mo´don, hogy g−1γg = (  00 1/ ). Ekkor
Γg 7→ Γg
(
et 0
0 e−t
)
t ∈ [0, log ] egy primit´ıv periodikus pa´lya Γ\G-ben, amely csak a γ konjuga´ltoszta´lya´to´l fu¨gg.
Ezen periodikus pa´lya´kat modula´ris csomo´knak h´ıvjuk. 2006-os ICM elo˝ada´sa´ban [25] Ghys a
modula´ris csomo´k e´s a ha´romlevelu˝ csomo´ hurkolo´da´si sza´ma´t [24] vizsga´lta, e´s e´szrevette, hogy
ezek a sza´mok szorosan kapcsolo´dnak a ∫ γz0
z0
∆′(z)
∆(z)
dz
ciklusintegra´lokhoz. (Az integra´l nem tu˝nik el, mert ∆′(z)dz/∆(z) nem invaria´ns.) A fenti
ciklusintegra´lokra fenna´ll, hogy
log ∆(γz)− log ∆(z)− 6 log(−(cz + d)2) = 2piiΦ(γ),
egy csak γ-to´l fu¨ggo˝ Φ(γ) konstanssal, amire Dedekind adott elo˝szo¨r formula´t [13].
A Dedekind-szimbo´lum Φ(γ) sza´mos egyma´sto´l ta´vol a´llo´ teru¨leten is meglepo˝en fontos
szerepet ja´tszik [2]. Ghys e´szreve´tele az volt, hogy egy modula´ris csomo´ Ψ(γ) hurkolo´da´si
sza´ma a ha´romlevelu˝ csomo´val megegyezik a Dedekind-szimbo´lum homogeniza´ltja´val, azaz
Ψ(γ) = lim
n→∞
Φ(γn)
n
.
Cikke´nek ve´ge´n Ghys megeml´ıti a modula´ris csomo´k egyma´ssal valo´ hurkolo´da´si sza´ma´nak
ke´rde´se´t. Ku¨lo¨no¨sen e´rdekes a ke´rde´s a modula´ris forma´k oldala´ro´l vizsga´lva.
A [18] cikket, amiben a Dedekind-szimbo´lum megfelelo˝ a´ltala´nos´ıta´sa szerepel, ez a ke´rde´s
motiva´lta. Az a´ltala´nos szimbo´lum homogeniza´ltja szinte´n hurkolo´da´si sza´mhoz vezet, ke´t szim-
metriza´lt modula´ris la´nc hurkolo´da´si sza´ma´ra.
A cikk a Dedekind-szimbo´lum megfelelo˝ u´jrae´rtelmeze´se´n alapul, a Dedekind-szimbo´lum egy
olyan 0-su´lyu´ modula´ris kociklus hata´re´rte´ke, aminek a deriva´ltja 12ccz+d . Ez a hata´re´rte´k le´tezik
e´s egy ege´sz sza´m, e´s a szimbo´lum homogeniza´ltja isme´t egy ege´sz, ami megadja a ha´romlevelu˝
csomo´val vett hurkolo´da´si sza´mot.
Legyen P azon H-n e´rtelmezett holomorf fu¨ggve´nyek tere, amikre fenna´ll, hogy f(z) 
yα + y−α valamely α-ra, ami fu¨gghet f -to˝l. Ha k egy pa´ros ege´sz sza´m, akkor γ ∈ Γ k-su´lyu´
hata´sa P-n az f |kγ = (cz+d)−kf(γz). Egy k-su´lyu´ 1-kociklus a Γ csoporton (P-ben) egy Γ→ P,
γ 7→ r(γ, z) leke´peze´s amire
r(σγ, z) = r(σ, z)|kγ + r(γ, z)
minden γ, σ ∈ Γ esete´n.
Ha r(γ, z) egy 2-su´lyu´ kociklus, akkor le´tezik egy egye´rtelmu˝ 0-su´lyu´ 1-kociklus R(γ, z),
amire
d
dz
R(γ, z) = r(γ, z),
(Az egye´rtelmu˝se´g abbo´l ko¨vetkezik, hogy H1(Γ,C) = {0}.) Az R(γ, z) az r(γ, z) primit´ıvje´nek
h´ıvjuk.
A Dedekind-szimbo´lum szempontja´bo´l a releva´ns 2-su´lyu´ kociklus γ =
(
a b
c d
)
esete´n
r(γ, z) =
12c
cz + d
.
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Egy konstansto´l eltekintve ez a ∆
′
∆ tramszforma´cio´s formula´ja´ban jelenik meg. Ennek egy pri-
mit´ıvje
R(γ, z) = 6 log(−(cz + d)2) + 2piiΦ(γ),
ha c 6= 0, amibo˝l megkapjuk a Φ(γ) limesz-elo˝a´ll´ıta´sa´t:
Φ(γ) = 12pi limy→∞ ImR(γ, iy). (6.1)
Ghys hurkolo´da´si formula´ja´nak a´ltala´nos´ıta´sa´hoz elo˝szo¨r minden trσ > 2 hiperbolikus elem
C konjuga´lt oszta´lya´hoz hozza´rendelju¨k az ala´bbi 2-su´lyu´ 1-kociklust Ha γ = ( a bc d ) ∈ Γ e´s c 6= 0,
akkor
rC(γ, z) := εC
∑( 1
z − w −
1
z − w′
)
, (6.2)
az o¨sszegze´s olyan σ ∈ C elemekre, aminek w′, w konjuga´lt fixpontjaira fenna´ll, hogy w′ <
−d/c < w e´s ahol
εC =
{
1 ha σ 6∼ σ−1
2 ha σ ∼ σ−1 .
Egye´bke´nt, ha c = 0, rC(γ, z) = 0.
Az elso˝ fo˝ eredme´ny az, hogy ez te´nyleg kociklus.
6. Te´tel ([18]). Legyen rC(γ, z) mint fenn. Ekkor rC(γ, z) 2-su´lyu´ kociklus a Γ csoporton.
Legyen RC(γ, z) az a 0-su´lyu´ 1-kociklus ami rC(γ, z) primit´ıv fu¨ggve´nye. Definia´ljuk a C
konjuga´lt oszta´lyhoz tartozo´ Dedekind-szimbo´lumot ko¨vetkezo˝ke´ppen
ΦC(γ) = 2pi limy→∞ ImRC(γ, iy). (6.3)
Megmutathato´, hogy a fenti hata´re´rte´k le´tezik e´s ΦC(γ) egy ege´sz sza´m.
A fenti ΦC szimbo´lum ΨC homogeniza´cio´ja hurkolo´da´si sza´mke´nt is e´rtelmezheto˝. Haba´r a
megko¨zel´ıte´s itt ke´tdimenzio´s, egy ilyen eredme´ny nem va´ratlan. Egyre´szro˝l az rC kociklus egy
Green-fu¨ggve´ny ciklusintegra´lja´bo´l sza´rmaztathato´. Ma´sre´szro˝l ahhoz, hogy egy 3-sokasa´gban
ke´t ciklus hurkolo´da´si sza´ma´t definia´ljuk, fel kell tennu¨nk, hogy ezek 0-homolo´gok. Ha a σ-hez e´s
σ−1-hez tartozo´ ciklusokat egy la´ncke´nt tekintju¨k, akkor ez mindig 0-homolo´g, e´s a hurkolo´da´si
sza´muk megegyezik a vetu¨letu¨k tiszta (elo˝jel ne´lku¨li) metsze´spontjainak sza´ma´val. Ez Birkhoff
te´tele [5]. Ezt e´s az u´j szimbo´lum tulajdonsa´gait felhaszna´lva a ko¨vetkezo˝ te´tel a´ll fenn.
7. Te´tel ([18]). Legyenek Cσ e´s Cγ hiperbolikus konjuga´ltoszta´lyok, e´s jelo¨lju¨k ugyan´ıgy a hozza´juk
tartozo´ szimmetrikus la´ncokat is. Legyen
ΨCσ(γ) = limn→∞
ΦCσ(γn)
n
.
Ez a hata´re´rte´k le´tezik e´s
Lk(Cσ, Cγ) = ΨCσ(γ).
7. Exponencia´lis o¨sszegek Weil-szo¨gei
Legyenek a(x), b(x) ∈ Z(x) raciona´lis fu¨ggve´nyek, e´s D azon xmod p elemek halmaza amelyben
mind a, mind b definia´lt. Ha χ egy multiplikat´ıv, ψ egy addit´ıv karakter mod p, akkor az
S(χ, ψ; p) =
∑
x∈D
χ(a(x))ψ(b(x)) (7.1)
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o¨sszeget teljes exponencia´lis o¨sszegnek h´ıvjuk. Weil [48] egy fontos te´tele szerint (ko¨nnyen
kezelheto˝ trivia´lis esetekto˝l eltekintve)
S(χ, ψ; p) =
√
p
n∑
k=1
eiθk
ahol n csak az a(x), b(x) raciona´lis fu¨ggve´nyekto˝l fu¨gg e´s a θk szo¨gel valo´sak.
Amennyiben az exponencia´lis o¨sszegek egy csala´dja´t vizsga´ljuk, pe´lda´ul az a(x), b(x) fu¨ggve´nyek,
a karakterek, vagy a p modulus va´ltoztata´sa´t, a θ1, ...θn Weil-szo¨gek eloszla´sa´ro´l fontos sejte´sek
vannak [33]. Ezeket csak ne´ha´ny specia´lis esetben sikeru¨lt igazolni, amik ko¨zu¨l a legfontosabb
az elliptikus go¨rbe´k elme´lete´ben megjeleno˝ o¨sszegek esete (Hasse). Legyen ( ·p) a Legendre-
szimbo´lum, ekkor
H =
∑
xmod p
(
x3 +Ax+B
p
)
= 2
√
p cos θp
(isme´t trivia´lis esetekto˝l eltekintve). Ha az y2 = x3 +Ax+B elliptikus go¨rbe´nek nincsenek nem-
trivia´lis automorfizmusai, a θp szo¨get [0, pi]-ben va´lasztva azok az u´n. Sato-Tate valo´sz´ınu˝se´gi
su˝ru˝se´g szerint oszlanak el [43], azaz
lim
x→∞
1
pi(x)
#{p ≤ x : θp ∈ [θ1, θ2]} = 2
pi
∫ θ2
θ1
sin2 θ dθ.
Hasonlo´ Sato-Tate eloszla´st sejtenek a Γ-invaria´ns fu¨ggve´nyek elme´lete´ben megjeleno˝K(m,n; p)
Kloosterman-o¨sszegek esete´ben is, ahol
K(m,n; p) =
∑
xx≡1 (p)
e
(
mx+ nx
p
)
= 2
√
p cosαp.
Ez a sejte´s me´g nyitott, de az 1/2-su´lyu´ modula´ris forma´k elme´lete´ben megjeleno˝ va´ltozata, a
Salie´-o¨sszeg
S(m,n; p) =
∑
xx≡1 (p)
(
x
p
)
e
(
mx+ nx
p
)
(ahol
(
x
p
)
isme´t a Legendre-szimbo´lum) esete´ben az eloszla´s ismert. Erro˝l az o¨sszegro˝l ma´r
Salie´ bela´tta, hogy
S(m,n; p) = 2
√
p cos(2pix/p)
ahol x az x2 ≡ mn (p) megolda´sa. A bizony´ıta´s legro¨videbb va´ltozata a [45] cikkemben tala´lhato´.
A Salie´-o¨sszegekro˝l az mn < 0 esetben Duke, Iwaniec e´s Friedlander [16] bela´tta, hogy azok
Weil-szo¨gei a Lebesgue-me´rte´k szerint egyenletesen oszlanak el. A [44] cikkemben u´j bizony´ıta´st
adtam erre az eredme´nyre, ami az mn > 0 esetben is mu˝ko¨dik. I´gy a [44] cikk fo˝ eredme´nye a
Salie´-o¨sszegek Weil-szo¨geiro˝l szo´lo´ sejte´s leza´ra´sa, az egyenletes eloszla´s bizony´ıta´sa tetszo˝leges
nem-ne´gyzet mn esete´re.
Ugyanez az eredme´ny egy ma´sik ke´rde´sko¨rho¨z is kapcsolo´dik. Hooley [28] vette e´szre, hogy
egy Erdo˝sto˝l [21] sza´rmazo´ proble´ma le´nyege´ben ekvivalens ma´sodfoku´ polinomkongruencia´k
gyo¨keinek egyenletes eloszla´sa´val. A legterme´szetesebb, de legnehezebb eset, amikor a modulu-
sok pr´ımsza´mokon futnak ve´gig. A [44] cikk ezt az a´ltala´nos sejte´st is igazolja.
A Salie´-o¨sszegek eloszla´sa´nak bizony´ıta´sa szita-mo´dszereken alapul, Salie´-o¨sszegek o¨sszegeit
kell a parame´terekben megfelelo˝en egyenletesen becsu¨lni. A Poincare´-sorok ciklusintegra´ljai
terme´szetes mo´don vezetnek ilyen t´ıpusu´ o¨sszegekre, mint pe´lda´ul az ??. Te´tel is. Ezeknek
a kifejeze´seknek a becsle´se nehe´z, de ehelyett a Shimura-kapcsolat a´ltal motiva´lva, a Salie´-
o¨sszegek o¨sszegeit, Kloosterman-o¨sszegek o¨sszegeire tudjuk lecsere´lni. Az azonossa´g nem a
spektra´lis elme´leten hanem klasszikus algebrai sza´melme´leten alapul. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt
a ko¨vetkezo˝ te´telt csak az S(D, 1;n), D > 0 esetre mondjuk ki.
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8. Te´tel ([44]). Legyen q ro¨gz´ıtett, e´s f olyan sima fu¨ggve´ny aminek tarto´ja, suppf ⊂ [qX, 2qX],∑
q|n
f(n)S(D, 1;n) =
∑
m,c
1
c
√
2Awc
K∞c(m, k; c)G(m, c) +O(k logX).
Itt K∞c(m, k; c) egy a´ltala´nos´ıtott Kloosterman-o¨sszeg egy a Γ-ben ve´ges indexu˝, csak q-to´l
fu¨ggo˝ Γq re´szcsoportra; az o¨sszegben m ∈ Z, c egy kitu¨ntetett csu´cs, e´s c ∈ qwZ, ahol w a c
csu´cs sze´lesse´ge. A G transzforma´lt fu¨ggve´ny
G(m, c) =
h∑
j=1
∫ ∞
−∞
f(Qj(c, y))ψj(
y
c )e
(my
2αc
)
dy
alaku´, ahol Qj a D diszkrimina´nsu´ kvadratikus alakok Γq oszta´lyain fut ve´gig, a ψj egy a Qj
Γq-beli stabiliza´tora´hoz tartozo´ sima egyse´goszta´s.
A jobboldalon felmeru¨lo˝ o¨sszeg becsle´se, ahogy tipikusan Kloosterman-o¨sszegek o¨sszegeinek
becsle´se, nehe´z. A [14] mo´dszert haszna´lva, bela´ttam a ko¨vetkezo˝ te´telt:
9. Te´tel ([44]). Legyen N,C ≥ 1, G(n, c) tarto´ja re´sze [N, 2N ] × [C, 2C]-nek, e´s tegyu¨k fel,
hogy i, j = 0, 1, 2 esete´n ∂in∂
j
cG(n, c) N−iC−j. Legyen
A =
∑
c
1
c
∑
n
anG(n, c)Kab(m,n; c).
Ekkor
A ||a||
{(
1 +
m
q
)1/2(
1 +
N
q
)1/2
+
C1/2
q
(q +m)1/4(q +N)1/4
}
log2(mNCq).
Ezek alapja´n a szita-mo´dszer seg´ıtse´ge´vel kapjuk a ko¨vetkezo˝ eredme´nyeket.
10. Te´tel ([44]).
1) Legyen P (x) = Ax2 +Bx+ C ∈ Z[x] egy irreducibilis polinom. Ekkor az
{xp : p pr´ım, P (x) ≡ 0 (p)} sorozat (a terme´szetes rendeze´sben a p nevezo˝ szerint) a Lebesgue-
me´rte´k szerint egyenletesen oszlik el mod 1.
2) Tegyu¨k fel, hogy m,n ∈ Z, e´s mn nem ne´gyzetsza´m. Ekkor a Salie´-fe´le S(m,n; p) exponen-
cia´lis o¨sszegekhez tartozo´ Weil-szo¨gek egyenletesen oszlanak el.
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